
ÓÄÊ 534.2:532Ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèåñèëüíîãî ñæàòèÿ îñåñèììåòðè÷íîéãàçîâîé ïîëîñòè â æèäêîñòè1À. À. Àãàíèí, Ò. Ô. Õàëèòîâà, Í. À. ÕèñìàòóëëèíàÈíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ ÊàçÍÖ �ÀÍ, ÊàçàíüÀííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ñèëüíîãî ñæàòèÿ îñåñèììåò-ðè÷íîãî ãàçîâîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè ìåòîäîì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ íà îñíîâå óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè è ãàçà. Ýòà ìåòîäèêàèñïîëüçóåò ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè âîáëàñòè ãëàäêèõ ðåøåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿýêîíîìè÷íîñòè äàííîé ìåòîäèêè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îíà íàìíîãî ý��åêòèâíååøèðîêî èçâåñòíîé â ëèòåðàòóðå êëàññè÷åñêîé ñõåìû �îäóíîâà ïåðâîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè, ENO, TVD, ñõåìà �îäóíîâà1 ÂâåäåíèåÏðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè âîçìóùåíèé ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ïóçûðüêà øè-ðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìîäåëè, â êîòîðûõ äèíàìèêà æèäêî-ñòè è ãàçà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ ÷èñòî ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿè åãî ìàëîãî íåñ�åðè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ [1℄. Òàêîé ïîäõîä çíà÷èòåëüíîóïðîùàåò ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè è îí ý��åêòèâåí â ñìûñëå çàòðàòêîìïüþòåðíîãî âðåìåíè. Îäíàêî òî÷íîñòü è îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òàêèõìîäåëåé îãðàíè÷åíû ïðåäïîëîæåíèÿìè î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ è ðàñïðåäå-ëåíèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ñèëüíîãî ñæàòèÿîñåñèììåòðè÷íîãî ãàçîâîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè ìåòîäîì ïðÿìîãî ÷èñ-ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè è ãàçà.
1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 05�01�00415�a) è â ðàìêàõ ïðîãðàììû ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ



74 Òðóäû Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÓÍÖ �ÀÍ, 2007Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, îäíàêî òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âðå-ìåííûõ çàòðàò. Â ñâÿçè ñ ýòèì â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ýêîíîìè÷íîñòè ìåòîäèêè íà ïðèìåðå òåñòîâîéçàäà÷è ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëîñòè â æèäêîñòè. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðà-âèëüíîñòè îïèñàíèÿ ñ�åðè÷åñêîãî è íåñ�åðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïîâåðõíî-ñòè, à òàêæå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çàäà÷èäèíàìèêè ãàçîâîé ïîëîñòè â ñëîå æèäêîñòè.2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ãàçà è ñæèìàåìîéæèäêîñòè áåç ó÷åòà âÿçêîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè è èñïàðåíèÿ�êîíäåíñàöèèâ âèäå:
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dt
+ ∇ · (pu) = 0,ñ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ âèäà p = p(ρ, T ), ε = ε(ρ, T ). Çäåñü ρ � ïëîò-íîñòü; u � âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñðåäû; p � äàâëåíèå; E � óäåëüíàÿïîëíàÿ ýíåðãèÿ; ε � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ; T � òåìïåðàòóðà.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà r = rs èìåþò âèä:

u+ · no = u− · no = D, p+ = p− + 2Hσ ,ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ïðîñòðàíñòâà; D = ∂rs/∂t = Dno � ñêî-ðîñòü ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà; no � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü;
σ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ; 2H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïî-âåðõíîñòè, çíàê ïëþñ â êà÷åñòâå âåðõíåãî èíäåêñà óêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèåïàðàìåòðà îòíîñèòñÿ ê ñòîðîíå æèäêîñòè, à çíàê ìèíóñ � ê ñòîðîíå ãàçà.Â çàâèñèìîñòè îò ìîäåëèðóåìîé çàäà÷è íà âíåøíåé ãðàíèöå r = r∞çàäàåòñÿ ýâîëþöèÿ âíåøíåãî äàâëåíèÿ èëè ýâîëþöèÿ íîðìàëüíîé êîìïî-íåíòû ñêîðîñòè.Ïîâåðõíîñòü ïóçûðüêà â ïðîöåññå ñæàòèÿ ìîæåò ïðåòåðïåâàòü çíà÷è-òåëüíûå èñêàæåíèÿ, ïîýòîìó â ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêå èñïîëüçóåòñÿ ñìå-øàíííàÿ ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâà (ÑÝË) ñèñòåìà êîîðäèíàò (ξ, η), ñâÿçàííàÿñ ïîâåðõíîñòüþ ïóçûðüêà. Ñâÿçü ìåæäó ýéëåðîâûìè è ÑÝË êîîðäèíàòàìèèìååò âèä: x = x(ξ, η, τ), y = y(ξ, η, τ), t = τ .Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â äèâåðãåíòíîé �îðìå â ÑÝË êîîðäèíà-òàõ:

Qτ + Fξ + Gη = S,ãäå
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√
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|g|; |g| = x2α sin2β y; J = xξyη − xηyξ;

E = ε +
(
u2 + v2

)
/2; β = α(α − 1)/2, α = 1, 2 äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé (x =

r, y = −z) è ñ�åðè÷åñêîé (x = r, y = θ) ñèñòåì îòñ÷åòà ñîîòâåòñòâåííî; u,
v � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñðåäû; uw, vw � êîìïîíåíòûâåêòîðà ñêîðîñòè ÑÝË êîîðäèíàò.�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà èìåþò âèä:

Uo+ = Uo− = D , p+ = p− + 2Hσ,ãäå Uo = U/
√

ξx
2 + ξy

2x−2β.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà r = rsâ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, θ, ϕ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
r0
s = R0 + a0

i Pi(cos θ).Çäåñü R0 � íà÷àëüíûé ñðåäíèé ðàäèóñ ïóçûðüêà; Pi � ïîëèíîì Ëåæàíäðàñòåïåíè i > 1. Ïàðàìåòð a0
i îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿïîâåðõíîñòè îò ñ�åðû â âèäå Pi, à â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îíâû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

ai(t) =
2i + 1

2

π∫

−π

rs(θ, t)Pi(cos θ) sin θ dθ.Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ èç óïðî-ùåííîé ìîäåëè ñ ðàñùåïëåíèåì íà ñ�åðè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ è åå ìà-ëîãî íåñ�åðè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ.3 Ìåòîäèêà ðàñ÷åòàÏðè ñèëüíûõ ñæàòèÿõ ïóçûðüêà ìîãóò âîçíèêàòü óäàðíûå âîëíû, ïîýòîìóâ êà÷åñòâå ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ãàçà è æèä-



76 Òðóäû Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÓÍÖ �ÀÍ, 2007êîñòè ïðèíÿò øèðîêî èñïîëüçóåìûé â ëèòåðàòóðå ìåòîä �îäóíîâà äëÿ ïî-äâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò [2℄. Â ñâîåì êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå ìåòîä �î-äóíîâà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõçàäà÷ äèíàìèêè ïóçûðüêà äîâîëüíî óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ñõåìû ïåðâîãîïîðÿäêà [3℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿäâóìåðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè ïóçûðüêà îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåïðèåì-ëåìûì â ñèëó áîëüøèõ çàòðàò êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðîèç-âåäåíà ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà �îäóíîâà íà îñíîâå õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâ-øèõ ñåáÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì òèïà TVD è ENO âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñè-ìàöèè. Ïðè ïðèìåíåíèè TVD-ñõåì, íå óâåëè÷èâàþùèõ ïîëíóþ âàðèàöèþ,ñíèæàåòñÿ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè â ðÿäå îñîáûõ òî÷åê, à ENO-ñõåìû [4℄îáåñïå÷èâàþò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè âñþäó, íî òåðÿþò ñâîéñòâîTVD. Âìåñòå ñ òåì ïîòåðÿ ñâîéñòâà TVD â ENO-ñõåìàõ ïðîèñõîäèò ëèøüíà óðîâíå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè, ÷òî îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðè-åìëåìûì. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ äèíàìèêèïóçûðüêà ïðèìåíåíèå ENO-ñõåìû îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.4 �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÄëÿ äåìîíñòðàöèè ý��åêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêè ðåøåíà çàäà-÷à ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòè â æèäêîñòè. Èñõîäíûåäàííûå: R0 = 1 ìêì, r0
∞

= 5R0, a0
2 = 0.00066R0, σ = 7.3 Í/ì, p0 = 1 áàð,

ρ0 = 858 êã/ì3. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà �èñ. 1. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòüðàâíîìåðíî ðàçáèâàåòñÿ íà Nr ×Nθ ÿ÷ååê, ãäå Nr � ÷èñëî ÿ÷ååê ïî ðàäèó-ñó, à Nθ � ïî óãëó. Âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ENO-ñõåìû (�èñ. 1(b)) ïîçâîëÿ-åò äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) óæå íà ñåòêå 500 × 250, à êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà �îäóíîâà(�èñ. 1(a)) òðåáóåò äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìóðîñòó çàòðàò êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè.Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðàâèëüíîñòè îïèñàíèÿ ñ�åðè÷åñêîãî è íåñ�åðè÷å-ñêîãî äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, à òàêæå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèíàìèêè ýëëèïñîèäàëüíîé ïîëîñòè â ñëîå æèäêîñòèñ íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì a0
2 = 0.005R0. Åñëè âíåøíþþ ãðàíèöó äâèãàòüïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó r∞ = r0

∞
+A sin ωt, ãäå r0

∞
= 2R0; A = 0.01 ìêì;

ω/2π = 3 Ì�ö, à íà âíóòðåííåé êàê è ðàíüøå ó÷èòûâàòü ïîâåðõíîñòíîåíàòÿæåíèå, òî êðîìå íåñ�åðè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ìîæíî íàáëþäàòü è ðàäè-àëüíîå äâèæåíèå ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè. Íà �èñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-òû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñæèìàåìîé è íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ñëó÷àå ïîäâèæíîéâíåøíåé ãðàíèöû è íåñæèìàåìîé æèäêîñòåé ñ íåïîäâèæíîé âíåøíåé ãðà-íèöåé. Âèäíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå êðèâûå ñîâïàäàþò  óäîâëåòâîðèòåëü-íîé òî÷íîñòüþ, à êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ íåïîäâèæíîé âíåøíåéãðàíèöû, îòêëîíÿåòñÿ îò íèõ. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäèêà, îñíîâàííàÿ íà
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò îòíîñèòåëüíîãî âðåìåíèâ çàäà÷å ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëîñòè â æèäêîñòè ïðè èñïîëüçîâà-íèè a) êëàññè÷åñêîé ñõåìû �îäóíîâà è b) ENO�ìîäè�èêàöèè ñõåìû�îäóíîâà íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ, T̃ � ïåðèîä êîëåáàíèé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò îòíîñèòåëüíîãî âðåìåíèâ çàäà÷å äèíàìèêè ïîëîñòè â ñëîå íåñæèìàåìîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)è ñæèìàåìîé (ñèìâîëû •) æèäêîñòè ñ àìïëèòóäîé ðàäèàëüíûõ êîëå-áàíèé âíåøíåé ãðàíèöû ðàâíîé A = 0.01 ìêì. Ïóíêòèðíîé ëèíèåéîáîçíà÷åí ñëó÷àé íåïîäâèæíîé âíåøíåé ãðàíèöû



78 Òðóäû Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÓÍÖ �ÀÍ, 2007ENO-ñõåìå, õîðîøî óëàâëèâàåò äàæå íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ îòêëîíå-íèÿ, âûçâàííûå ðàäèàëüíûì äâèæåíèåì âíåøíåé ïîâåðõíîñòè.5 Çàêëþ÷åíèå�àçðàáîòàíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ñèëüíîãî ñæàòèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ãàçî-âîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè ìåòîäîì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿíà îñíîâå óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè è ãàçà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðå-çóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñâîáîäíûõ êîëåáà-íèé ïîëîñòè â æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîé ñõåìû �îäóíîâàè åå ENO�ìîäè�èêàöèè. Âûÿâëåíî, ÷òî íàèáîëåå îïòèìàëüíûì ñîîòíî-øåíèåì òî÷íîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè ñðåäè ðàññìîòðåííûõ ñõåì îáëàäàåòENO�ñõåìà. Íà ïðèìåðå çàäà÷è äèíàìèêè ãàçîâîé ïîëîñòè â ñëîå æèäêî-ñòè ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà ý��åêòèâíî îïèñûâàåò íå òîëü-êî ñ�åðè÷åñêîå è íåñ�åðè÷åñêîå äâèæåíèå ïîâåðõíîñòè, íî è èõ âçàèìíîåâëèÿíèå äðóã íà äðóãà.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ê. �. Çàêèðîâó èç ÈÌåõ ÓÍÖ �ÀÍçà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àãàíèí À. À., �óñåâà Ò. Ñ. Èçìåíåíèå ìàëîãî èñêàæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé�îðìû ãàçîâîãî ïóçûðüêà ïðè åãî ñèëüíîì ðàñøèðåíèè�ñæàòèè //ÏÌÒÔ. 2005. � 4. C. 17�22.[2℄ �îäóíîâ Ñ. Ê., Çàáðîäèí À. Â. è äð. ×èñëåííîå ðåøåíèå ìíîãîìåðíûõçàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1976. 400 .[3℄ Aganin A. A. Dynamis of a small bubble in a ompressible �uid // Int.J. Numer. Meth. Fluids. 2000. V. 33. Pp. 157�174.[4℄ Harten A., Engquist B., Osher S., Chakravarthy S. R. Uniformly highorder aurate essentially non-osillatory shemes III // J. Comp. Phys.1987. V. 71. Pp. 231�303.


