
ÓÄÊ 534.2; 532Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ìàëûõèñêàæåíèé ñ�åðè÷íîñòèêîëëàïñèðóþùåãî ïóçûðüêà1À. À. Àãàíèí, Ò. Ñ. �óñåâà, Ò. Ô. ÕàëèòîâàÈíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ ÊàçÍÖ �ÀÍ, ÊàçàíüÀííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýâîëþöèè ìàëûõ îñåñèì-ìåòðè÷íûõ èñêàæåíèé ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ïóçûðüêà â õîäå åãî êîëëàïñà.Èñïîëüçîâàíû ïîëíàÿ ìîäåëü íà îñíîâå äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíà-ìèêè (ãàç è æèäêîñòü ñ÷èòàþòñÿ íåâÿçêèìè íåòåïëîïðîâîäíûìè) è ðÿä óïðî-ùåííûõ ìîäåëåé. Ïîñëåäíèå ïîëó÷åíû èç ïîëíîé ìîäåëè ïóòåì ðàñùåïëåíèÿäâèæåíèÿ ãàçà è æèäêîñòè íà ñ�åðè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ è åå ìàëîå íåñ�å-ðè÷åñêîå âîçìóùåíèå. �àçëè÷èÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé îïðåäåëÿþòñÿ äîïóùå-íèÿìè, èñïîëüçóåìûìè ïðè ðåàëèçàöèè ðàñùåïëåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñ�åðè÷åñêîå ñæàòèå ïóçûðüêà, óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äè-íàìèêè1 ÂâåäåíèåÂî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñ èñïîëüçîâàíèåì æèäêîñòåé ñ ïóçûðüêà-ìè ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò �îðìà ïóçûðüêîâ. Òàê, ñîõðàíåíèå ñ�å-ðè÷íîñòè ïóçûðüêîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ óñëîâèé â èçâåñòíûõ ýêñ-ïåðèìåíòàõ ïî îäíîïóçûðüêîâîé ñîíîëþìèíåñöåíöèè [1℄ è àêóñòè÷åñêîéêàâèòàöèè äåéòåðèðîâàííîãî àöåòîíà [2℄. Ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèÿ ñ�åðè÷-íîñòè ïóçûðüêà, êàê ïðàâèëî, îïèñûâàåòñÿ íà îñíîâå ðàñùåïëåíèÿ äâèæå-íèÿ ãàçà è æèäêîñòè íà ñ�åðè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ è åå ìàëîå íåñ�åðè-÷åñêîå âîçìóùåíèå [3�5℄. Ïðè ýòîì ñ�åðè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îïèñûâà-åòñÿ îäíîìåðíûìè óðàâíåíèÿìè ãàçîâîé äèíàìèêè, à ýâîëþöèÿ âîçìóùå-
1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 05�01�00415�a) è â ðàìêàõ ïðîãðàììû ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ



À. À. Àãàíèí, Ò. Ñ. �óñåâà, Ò. Ô. Õàëèòîâà 61íèÿ � îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñêîý��èöèåíòàìè � �óíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ ñ�åðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. �å-øåíèå çàäà÷è ïðè òàêîì ïîäõîäå çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ïðè èíòåãðèðî-âàíèè äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè. Íî â ñëó÷àå, êîãäà ñòåíêèïóçûðüêà ñõîäÿòñÿ ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, íåêîòîðûå óïðîùàþùèåïðåäïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå îáû÷íî â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà, îêàçûâà-þòñÿ íåâåðíûìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ïðîâîäèòñÿ ñðàâ-íåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ òðåõ ìîäåëåé ýâîëþöèè èñêàæåíèÿ, ïîëó-÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñùåïëåíèÿ, è ðåçóëüòàòîâ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ (Ï×Ì) íà îñíîâå äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ ñèëüíîå ñæàòèå ïóçûðüêà â æèäêîñòè. Ïóçûðåê ïîëàãà-åòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì ñ èñêàæåíèåì �îðìû â âèäå êâàäðóïîëüíîé ñ�åðè-÷åñêîé ãàðìîíèêè. Äâèæåíèå ãàçà è æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ äâóìåðíûìèóðàâíåíèÿìè ãàçîâîé äèíàìèêè ñ óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ èç [6℄ äëÿ æèä-êîñòè è èç [7℄ äëÿ ãàçà. Ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ïðèìåíÿþòñÿñìåøàííûå ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâû (ÑÝË) êîîðäèíàòû. Óðàâíåíèÿ ãàçîâîéäèíàìèêè â ÑÝË êîîðäèíàòàõ (ξ, η) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
Qτ + Fξ + Gη = S, q = (ρ, ρu, ρv, ρE)T ,
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(1)
Çäåñü Q =

√

|h|q, F =
√

|h|f , G =
√

|h|g, S =
√

|h|s; ρ � ïëîòíîñòü; x, y �ýéëåðîâû êîîðäèíàòû; u, v � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñðå-äû; uw, vw � êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ÑÝË êîîðäèíàò; p � äàâëåíèå;
ε � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ; E = ε +

(

u2 + v2
)

/2, U = uξx +
v

xβ
ξy,

V = uηx +
v

xβ
ηy, Uw = uwξx +

vw

xβ
ξy, Vw = uwηx +

vw

xβ
ηy, uw = xτ , vw = yτx

β,
√

|h| = J
√

|g|, |g| = x2α sin2β y, J = xξyη − xηyξ, β = α(α − 1)/2, α = 2äëÿ ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ áåç ó÷åòàâÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ãàçà è æèäêîñòè, ìåæ�àçíûõ ïðîöåññîâ è



62 Òðóäû Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÓÍÖ �ÀÍ, 2007ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
Uo+ = Uo−, p+ = p− (Uo = U/

√

ξx
2 + ξy

2x−2β). (2)Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 çàäàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì
r = R0 + ai0P2(θ),ãäå R0, ai0 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñà ïóçûðüêà R(t) è îòêëîíåíèÿîò ñ�åðè÷íîñòè ai(t). Ïðè t = 0 ïîëàãàåòñÿ: R = 1 ìì, Ṙ = 0, ȧi = ȧi0;

T (r, 0) = 50 K, p(r, 0) = p(R, 0) ïðè 0 ≤ r ≤ R è T (r, 0) = Tl(r, 0) = 273 K,
ρ(r, 0) = ρ0 = 923, 4 êã/ì3, p(R, 0) = ps(Tl(r, 0)) � äàâëåíèå íàñûùåíèÿ,
p∞ = 15 àòì ïðè R ≤ r ≤ ∞; i = 2, P2(θ) = 0.25 (3 cos 2θ + 1).3 Óïðîùåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëèÂ [3℄ ïóòåì ðàñùåïëåíèÿ äâèæåíèÿ ãàçà è æèäêîñòè íà ñ�åðè÷åñêóþ ñî-ñòàâëÿþùóþ è åå ìàëîå íåñ�åðè÷åñêîå âîçìóùåíèå ïîëó÷åíî óðàâíåíèåýâîëþöèè îòêëîíåíèÿ îò ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ïóçûðüêà ai, êîòîðîå â óñëî-âèÿõ íàñòîÿùåé ðàáîòû èìååò âèä:
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(4)ãäå qi = (i+1)ρ̄/(iρ0), ρ̄ � ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â ïóçûðüêå. Ý��åê-òû ñ�åðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â (3), (4) ó÷òåíû ïîñðåäñòâîì R è Ṙ, ãðàäèåí-òîâ äàâëåíèÿ p±r è ñêîðîñòè u±
r (è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè u̇±

r ) ãàçà èæèäêîñòè íà ãðàíèöå ïóçûðüêà. Ïðè âûâîäå (3), (4) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîâ ãàçå è æèäêîñòè ρr = 0.Åñëè ãðàäèåíòû â (4) îïðåäåëÿòü óïðîùåííî, â ïðåäïîëîæåíèè îòñóò-ñòâèÿ óäàðíûõ âîëí â ãàçå è æèäêîñòè, òî ïàðàìåòðû Ṙ∗
i è R̈∗

i ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå [4℄
Ṙ∗

i = Ṙ/ (1 + qi) , R̈∗

i = (1 − qi) R̈/ (1 + qi) . (5)Ñ÷èòàÿ, êðîìå òîãî, ïëîòíîñòü ãàçà ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþñ ïëîòíîñòüþ æèäêîñòè (qi = 0), à ñæàòèå ãàçà îäíîðîäíûì, ìîæíî ïðèäòèê øèðîêî èñïîëüçóåìîìó â ëèòåðàòóðå óðàâíåíèþ [5℄, ãäå
Ṙ∗

i = Ṙ, R̈∗

i = R̈. (6)
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�èñ. 1. (a): êðèâàÿ 1 � ñêîðîñòü ñæàòèÿ, 2 � íåâîçìóùåííàÿ ïëîòíîñòü æèä-êîñòè, 3 � îñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü ãàçà, 4 � ïëîòíîñòü ãàçà îêîëî öåí-òðà ïóçûðüêà; (á�ã): îòêëîíåíèå îò ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ïðè t∗ = 0,
a20 = −1/3 ìêì, ȧ20 = 0, t∗ � ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ âîçìóùåíèÿ(á); t∗ = 0, a20 = −0.1 ìêì, ȧ20 = −0.005 ì/ (â); t∗ = 5 ìêñ, a20 = 0,
ȧ20 = −0.025 ì/ (ã). Ñïëîøíûå êðèâûå � Ï×Ì, òîíêèå ñïëîøíûå �ÓÌ1, øòðèõîâûå � ÓÌ2, ïóíêòèðíûå � ÓÌ3Âõîäÿùèå â (3)�(6) ïàðàìåòðû ñ�åðè÷åñêîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿèç ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) â ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå.Â äàëüíåéøåì ìîäåëü [3℄ (óðàâíåíèÿ (3), (4)) áóäåì íàçûâàòü ìîäåëüþÓÌ1, ìîäåëü [4℄ ((3), (5)) � ÓÌ2, ìîäåëü [5℄ ((3), (6)) � ÓÌ3.4 �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ�àññìàòðèâàåòñÿ ñèëüíîå ñæàòèå ïóçûðüêà, òàêîå, ÷òî â êîíöå ïëîòíîñòüãàçà ïðåâûøàåò ïëîòíîñòü æèäêîñòè (êðèâûå 3 è 2 íà �èñ. 1(à)). Â õîäåñæàòèÿ â ïóçûðüêå �îðìèðóåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà. Åå �îêóñèðîâêà â öåíòðåïóçûðüêà (êîëëàïñ ïóçûðüêà) îòðàæåíà �èíàëüíûì ñêà÷êîì êðèâîé 4.�àññ÷èòàíû òðè âàðèàíòà âîçíèêíîâåíèÿ ìàëîãî íà÷àëüíîãî âîçìóùå-



64 Òðóäû Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÓÍÖ �ÀÍ, 2007íèÿ ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ïóçûðüêà. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà�èñ. 1(á)�(ã). Â ñîâîêóïíîñòè îíè îòðàæàþò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ðàç-âèòèÿ ìàëîãî âîçìóùåíèÿ. Êðèâûå âñåõ óïðîùåííûõ ìîäåëåé ñîâïàäàþòïî÷òè äî ìîìåíòà êîëëàïñà. �àçëè÷èÿ ïðîÿâëÿþòñÿ, êîãäà ñæàòèå ãàçà âïóçûðüêå ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûì, à ïëîòíîñòü ãàçà � ñðàâ-íèìîé ñ ïëîòíîñòüþ æèäêîñòè (R/R0 ≈ 0.15).Ìîäåëü ÓÌ3 áåç ó÷åòà ïëîòíîñòè ãàçà â êîíöå ñòàäèè ñæàòèÿ ïðîãíîçè-ðóåò óñêîðåííûé ðîñò àìïëèòóäû îòêëîíåíèÿ îò ñ�åðè÷íîñòè. Íà ñòàäèèçàìåäëåííîãî ñæàòèÿ ýòî ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü ñ ïðîÿâëåíèåì íåóñòîé÷èâî-ñòè �ýëåÿ-Òåéëîðà. Ìîäåëü ÓÌ2, ó÷èòûâàþùàÿ èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ãàçàè ïðèáëèæåííî � íåîäíîðîäíîñòü ñæàòèÿ, ïîêàçûâàåò ìåíåå èíòåíñèâíîåíàðàñòàíèå îòêëîíåíèÿ òàì, ãäå ïëîòíîñòü ãàçà óæå ñðàâíèìà ñ ïëîòíî-ñòüþ æèäêîñòè. Â èíòåðâàëå R̈ > 0, ρ̄ > ρ0 îíà äàåò íå óñêîðåííûé, à çà-ìåäëåííûé ðîñò âîçìóùåíèÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïëîòíîñòü ãàçà ñòàíîâèòñÿâûøå ïëîòíîñòè æèäêîñòè, è ìåõàíèçì, ëåæàùèé â îñíîâå íåóñòîé÷èâîñòè�ýëåÿ-Òåéëîðà, îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà ïîâåðõíîñòüðàçäåëà ñðåä.Áîëåå ïîëíûé ó÷åò èí�îðìàöèè î ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæå-íèÿ (â ÷àñòíîñòè, î ðàñïðåäåëåíèè äàâëåíèÿ â ïóçûðüêå) â ìîäåëè ÓÌ1ïðèâîäèò íà ñòàäèè ñæàòèÿ ñíà÷àëà ê ïîâûøåíèþ óñòîé÷èâîñòè �îðìûïóçûðüêà, à çàòåì ê åå çàìåòíîìó ñíèæåíèþ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â (3),(4) ÿâíî íå âõîäèò ðàäèàëüíîå óñêîðåíèå (ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ-Òåéëîðà ÿâíî íå âûäåëÿåòñÿ), íà ñòàäèè çàìåäëåííîãî ñæàòèÿ ìîäåëü ÓÌ1,êàê è ÓÌ2, ïðîãíîçèðóåò ïîâûøåíèå óñòîé÷èâîñòè �îðìû ïóçûðüêà. Ïðèýòîì êðèâûå, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÓÌ1, õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè-÷èåì â çàêëþ÷èòåëüíîé ñòàäèè ñæàòèÿ äîâîëüíî ðåçêèõ èçìåíåíèé ñêîðî-ñòè ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèÿ, êîòîðûõ íå íàáëþäàåòñÿ äëÿ äðóãèõ óïðîùåí-íûõ ìîäåëåé.�åçóëüòàòû Ï×Ì â íà÷àëå ñæàòèÿ (äî R/R0 ≈ 0.6) î÷åíü áëèçêè ê ðå-çóëüòàòàì óïðîùåííûõ ìîäåëåé. Ïî ìåðå ðîñòà Ṙ, ȧ2 ðàñõîæäåíèå â îáëà-ñòè ìîíîòîííîãî èçìåíåíèÿ îòêëîíåíèÿ ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Â êîíöåñæàòèÿ â ðåçóëüòàòàõ Ï×Ì òàêæå, êàê è äëÿ ìîäåëè ÓÌ1, íàáëþäàåò-ñÿ äîâîëüíî ðåçêîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèÿ. Ê ìîìåíòóêîëëàïñà ðàçëè÷èå àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ äëÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé èÏ×Ì ìîæåò ñîñòàâëÿòü äî 8 ðàç.5 Çàêëþ÷åíèåÏðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íåñ�åðè÷åñêîãî êîë-ëàïñà îñåñèììåòðè÷íîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðîùåí-íûõ ìîäåëåé ðàáîò [3�5℄ è íà îñíîâå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ



À. À. Àãàíèí, Ò. Ñ. �óñåâà, Ò. Ô. Õàëèòîâà 65ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè. Óñòàíîâëåíî,÷òî ðàçëè÷èÿ â èçìåíåíèè îòêëîíåíèÿ ïî óïðîùåííûì ìîäåëÿì íà áîëü-øåé ÷àñòè ñòàäèè ñæàòèÿ (äî R/R0 ≈ 0.15) è ïî âñåì ìîäåëÿì íà íà÷àëü-íîì îòðåçêå ñæàòèÿ (äî R/R0 ≈ 0.6) íåçíà÷èòåëüíû.Â îáëàñòè ìîíîòîííîãî èçìåíåíèÿ îòêëîíåíèÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðåçóëü-òàòàìè ïðèìåíåíèÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé è Ï×Ì ìîíîòîííî íàðàñòàþò.Ïðè ýòîì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îòêëîíåíèÿ ïðè Ï×Ì îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå.Â �èíàëå ñòàäèè ñæàòèÿ äëÿ óïðîùåííîé ìîäåëè ñ áîëåå òî÷íûìè çíà-÷åíèÿìè ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà è äëÿÏ×Ì õàðàêòåðíû ðåçêèå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ðàçâèòèÿ îòêëîíåíèÿ.�àçëè÷èÿ ìåæäó ðåçóëüòàòàìè Ï×Ì è óïðîùåííûõ ìîäåëåé ìîæíîîáúÿñíèòü òåì, ÷òî â ïîñëåäíèõ íå ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèå ïëîòíîñòåéæèäêîñòè è ãàçà, îáóñëîâëåííîå íåñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæåíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Brenner M. P., Hilgenfeldt S., Lohse D. Single-bubble sonoluminesene //Rew. Mod. Phys. 2002. V. 74. Pp. 425�484.[2℄ Taleyarkhan R. P. et. al. Evidene for nulear emissions during aoustiavitation // Siene. 2002. V. 295. Pp. 1868�1873.[3℄ Àãàíèí À. À., �óñåâà Ò. Ñ. Ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé ñ�åðè÷íîñòè ïó-çûðüêà ãàçà â æèäêîñòè ïðè ñèëüíîì ñæàòèè // Àêòóàëüíûå ïðîáëåìûìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Êàçàíü: Ê�Ó. 2006. Ñ. 83�103.[4℄ Lin H., Storey B. D. and Szeri A. J. Inertially driven inhomogeneities inviolently ollapsing bubbles: the validity of the Rayleigh-Plesset equation //J. Fluid Meh. 2002. V. 452. Pp. 145�162.[5℄ Plesset M. S., Mithell T. P. On the stability of the spherial shape of avapor avity in a liquid // Quart. Appl. Math. 1956. V. 8, � 4. Pp. 419�430.[6℄ Nigmatulin R.I et. al. Theory of superompression of vapor bubbles andnanosale thermonulear fusion // Physis of Fluid. 2005. V. 17. P. 107106(31 pages).[7℄ Moss W. C., Clarke D. B., White J. W. et. al. Hydrodynami simulations ofbubble ollapse and pioseond somoluminesene // Phys. Fluids. 1994.V. 6, � 9. P. 2979�2985.


