
ÓÄÊ 532.546; 533.15
Âçàèìîäåéñòâèå ñ�åðè÷åñêèõ ãàçîâûõïóçûðüêîâ â æèäêîñòè1À. À. Àãàíèí, À. È. Äàâëåòøèí, Â. �. ÌàëàõîâÈíñòèòóò ìåõàíèêè è ìàøèíîñòðîåíèÿ ÊàçÍÖ �ÀÍ, ÊàçàíüÒàòàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ãóìàíèòàðíî-ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Êàçàíü
Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõñ�åðè÷åñêèõ ãàçîâûõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè. Äàííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêàîòíîñèòåëüíî ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ è ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ èõ öåí-òðîâ. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå àíàëîãîâ òåì, ÷òî äîïóñêàåòçíà÷èòåëüíî ìåíüøèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ïóçûðüêàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ äèíàìèêè æèäêîñòè, âçàèìîäåéñòâèå ïóçûðü-êîâ, ïîòåíöèàëüíîå äâèæåíèå1 ÂâåäåíèåÊ íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîâîëüíî õîðîøî èçó÷åíà äèíàìèêà îòäåëüíîãî ãà-çîâîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè [1℄. Ïîëó÷åííûå â ýòîì îòíîøåíèè ðåçóëüòàòûèìåþò âàæíîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Îäíàêî â ðåàëüíûõæèäêîñòÿõ, êàê ïðàâèëî, ïðèñóòñòâóåò íå îäèí, à ìíîæåñòâî ïóçûðüêîâ,è ñâîéñòâà æèäêîñòåé ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿìåæäó ïóçûðüêàìè. Â ñèëó áîëüøåé ñëîæíîñòè ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ìå-íåå èçó÷åííûì [2℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïóçûðüêîâ.Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ ïóçûðüêîâ ÿâëÿåòñÿ

1 �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 05�01�00145) è â ðàìêàõ ïðîãðàììû ÎÝÌÌÏÓ �ÀÍ



À. À. Àãàíèí, À. È. Äàâëåòøèí, Â. �. Ìàëàõîâ 67îòíîøåíèå ξ = (Ri + Rj)/d < 1, ãäå Ri, Rj � ðàäèóñû i-ãî è j-ãî ïóçûðü-êîâ, ñîîòâåòñòâåííî; d � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ïóçûðüêîâ. Èñïîëü-çóåìûå â ëèòåðàòóðå ìîäåëè èìåþò, êàê ïðàâèëî, òðåòèé èëè ÷åòâåðòûéïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ξ [2�4℄. Ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷, îñîáåííîñ áëèçêèì ðàñïîëîæåíèåì ïóçûðüêîâ äðóã ê äðóãó, ýòîãî ìîæåò îêàçàòüñÿíåäîñòàòî÷íî. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,â êîòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî ïàðàìåòðà ξ ìîæåòáûòü ïðîèçâîëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåòèçó÷àòü âçàèìîäåéñòâèå ïóçûðüêîâ, ðàñïîëîæåííûõ çíà÷èòåëüíî áëèæå,÷åì ýòî ìîæíî äåëàòü ñ ïîìîùüþ ìîäåëåé, ïðåäëîæåííûõ â [2�4℄.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÄâèæåíèå æèäêîñòè ñ÷èòàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, ïóçûðüêè � ñ�åðè÷åñêè-ìè. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè æèäêîñòè â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè Φèìåþò âèä:
∇

2Φ = 0, (1)
∂Φ

∂t
+
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2
∇Φ · ∇Φ +

p − p∞
ρ0

= 0 . (2)Çäåñü t � âðåìÿ; p � äàâëåíèå; ρ0 � ïëîòíîñòü; p∞� äàâëåíèå íà áåñêî-íå÷íîì óäàëåíèè îò ïóçûðüêîâ, èçìåíÿþùååñÿ ïî çàêîíó:
p∞ = p0 − ∆p sin ωt,ãäå p0 � ñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå; ∆p � àìïëèòóäà; ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé.Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ èìååò âèä:

Fk(x, y, z, t) = 0,ãäå k = i; j, (x, y, z) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Öåíòðû ïóçûðüêîâ ðàñïîëî-æåíû íà îñè z òàê, ÷òî zi − zj = d. Íà ïîâåðõíîñòè êàæäîãî èç ïóçûðüêîâñòàâÿòñÿ êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå (ïî íîðìàëè) ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ. Â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè îíè èìåþò âèä:
∂Fk

∂t
+ ∇Φ · ∇Fk = 0, (3)
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, (4)ãäå çíàêè ± óêàçûâàþò íà îòíîøåíèå ê âíåøíåé (+) è âíóòðåííåé (−)ñòîðîíàì ïîâåðõíîñòè; µ � äèíàìè÷åñêèé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè, nk �âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè; 2Hk � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà;
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σ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îïîòåíöèàëüíîñòè äâèæåíèÿ æèäêîñòè äèíàìè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïîêàñàòåëüíîé â ïîñòàíîâêå çàäà÷è íå èñïîëüçóåòñÿ. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿîäíèì èç èñïîëüçóåìûõ â ëèòåðàòóðå ñïîñîáîâ ó÷åòà âëèÿíèÿ âÿçêîñòè [5℄.�àç â ïóçûðüêàõ ïðèíèìàåòñÿ  îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì äàâëåíèÿ,èçìåíÿþùèìñÿ ïî çàêîíó

p−k =

(

p0 +
2σ

R0k

) (

R0k

Rk

)3κ

, (5)ãäå R0k, Rk � íà÷àëüíûé è òåêóùèé ðàäèóñû ïóçûðüêîâ; κ � ïîêàçàòåëüàäèàáàòû.3 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÏðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íàðÿäó ñ ãëîáàëüíîé íåïîäâèæ-íîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà (x, y, z) èñïîëüçóþòñÿ äâå ëîêàëüíûå ïîäâèæíûå. Âêà÷åñòâå ïîäâèæíûõ ïðèìåíÿþòñÿ ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (rk, θk, ϕk) ñíà÷àëîì îòñ÷åòà â öåíòðå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïóçûðüêà. Èìååò ìåñòî ñëå-äóþùàÿ ñâÿçü
x = x(rk, θk, ϕk, τ), y = y(rk, θk, ϕk, τ), z = z(rk, θk, ϕk, τ),ãäå τ � âðåìÿ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Â ïîäâèæíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â (2) è êèíåìàòè÷åñêîåãðàíè÷íîå óñëîâèå (3) ïðèíèìàþò âèä:
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∂τ
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∇Φ · ∇Φ +
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− p∞
ρ0

= 0, (6)
∂Fk

∂τ
−wk · ∇Fk + ∇Φ · ∇Fk = 0, (7)ãäå wk = wk ·k; wk = żk � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäè-íàò; k � åäèíè÷íûé âåêòîð îñè z; zk � êîîðäèíàòà öåíòðà k-ãî ïóçûðüêà.Çäåñü è äàëåå âåðõíåé òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî τ .Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè æèäêîñòè ïðèíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
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∞
∑
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Bγi(τ)Pγi(cos θi)

rγ+1

i

+
∞
∑

γ=0

Bγj(τ)Pγj(cos θj)

rγ+1

j

, (8)ãäå Pγ(η) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè γ, η = cos θk.Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè êàæäîãî ïóçûðüêà â åãî ëîêàëüíîé ñ�åðè÷å-ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (rk, θk, ϕk) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
Fk(rk, τ) = rk − Rk(τ) = 0. (9)



À. À. Àãàíèí, À. È. Äàâëåòøèí, Â. �. Ìàëàõîâ 69Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà Φ èç (8) è ïîâåðõíîñòè Fk(rk, τ)èç (9) â êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå (7) è ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ïîëèíî-ìîâ Ëåæàíäðà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïî-òåíöèàëà ñêîðîñòè
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n = 1, 2, . . .Çäåñü è äàëåå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ ãðå÷åñêèì èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóì-ìèðîâàíèå îò 0 äî ∞.Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ðàäèóñîâ ïóçûðüêîâ è ïîëîæåíèé èõ öåíòðîâïîëó÷àåòñÿ èç äèíàìè÷åñêîãî óñëîâèÿ (4). Äëÿ ýòîãî íóæíî âûðàçèòü äàâ-ëåíèå p+

k èç (6), ïîäñòàâèòü åãî â (4). Çàòåì â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ñëå-äóåò çàìåíèòü Φ ñîãëàñíî (8) è Fk(rk, τ) ñîãëàñíî (9), ïîñëå ÷åãî ñ ó÷åòîìîðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà áóäåì èìåòü ñèñòåìó ñëåäóþùèõîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
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3ḂγjRi + 3BγjṘi
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σ(η)Pς (η)dη.Ñèñòåìà (10)�(13) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Äîðìàíà-Ïðèíñà âîñüìîãî ïîðÿä-êà òî÷íîñòè, ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
Rk(0) = Rk 0, Ṙk(0) = vk 0, zk(0) = zk 0, żk(0) = wk 0.4 Èëëþñòðàöèÿ ïðèìåíåíèÿÄëÿ âåðè�èêàöèè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè áûëîïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [3℄. Íà �èñ. 1 ïðèâåäåíî èç-

�èñ. 1. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè z-êîîðäèíàòû öåíòðîâ ïóçûðüêîâ. Öè�-ðàìè óêàçàí ïîðÿäîê òî÷íîñòè èñïîëüçóåìîé ìîäåëè îòíîñèòåëüíî
ξ = (Ri + Rj)/d < 1



À. À. Àãàíèí, À. È. Äàâëåòøèí, Â. �. Ìàëàõîâ 71

�èñ. 2. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè z-êîîðäèíàòû öåíòðîâ è ñóììû ðàäèóñîâ ïó-çûðüêîâ áåç ó÷åòà (a) è ñ ó÷åòîì (b) âÿçêîñòè æèäêîñòè. Øòðèõîâûåëèíèè � òðåòèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, ïóíêòèðíûå � ïÿòûé, ñïëîøíûå �äåñÿòûé è ïÿòíàäöàòûéìåíåíèå z-êîîðäèíàòû öåíòðîâ ïóçûðüêîâ, ðàññ÷èòàííîå ïðè ïîìîùè ìî-äåëè íàñòîÿùåé ðàáîòû, è âçÿòîå èç �èñ. 3(à) ðàáîòû [3℄. �åøåíèÿ ïî-ëó÷åíû ïðè ñëåäóþùèõ âõîäíûõ äàííûõ: p0 = 1 áàð, ρ0 = 998 êã/ì3,
ω/2π = 20 ê�ö, κ = 1.4, σ = 0.0725 Í/ì, µ = 10−3 êã/(ì ñ), ∆p = 1.2 áàð,
Ri 0 = 5 ìêì, Rj 0 = 7 ìêì, zi 0 = 200 ìêì, zj 0=0 (d0 = 200 ìêì),
vi 0 = vj 0 = wi 0 = wj 0 = 0. Êàê âèäíî, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþìîäåëè íàñòîÿùåé ðàáîòû 3-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè è ìîäåëè ðàáîòû [3℄ òàê-æå 3-ãî ïîðÿäêà, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íà÷èíàþò ðàñõîäèòüñÿ. Ñî âðåìåíåìýòî ðàñõîæäåíèå, áóäó÷è ñíà÷àëà íåçíà÷èòåëüíûì, ïîñòåïåííî âîçðàñòà-åò. Òàêîå ðàñõîæäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 3-ãîïîðÿäêà òî÷íîñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íîéìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàáîòû [3℄. Îíà ñîâïàäàåò ñ íåé ëèøü ïî ïîðÿä-êó òî÷íîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ýòèõ äâóõ ìîäåëåéáóäóò áëèçêèìè ëèøü òîãäà, êîãäà ñëàãàåìûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìà-ëîñòè, îòáðîøåííûå â ðàçëîæåíèÿõ ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ ìîäåëåé, áóäóòíåñóùåñòâåííûìè. Â äàííîé æå çàäà÷å èõ âëèÿíèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíèîêàçûâàåòñÿ íå î÷åíü ìàëûì, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ðàñõîæäåíèå ðåøå-íèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû 3-ãî è 5-ãîïîðÿäêîâ òî÷íîñòè. Íà íà÷àëüíîì æå îòðåçêå âðåìåíè, ãäå âëèÿíèå óêà-çàííûõ ñëàãàåìûõ ìàëî, ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ íàðèñóíêå ìîäåëåé ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðîãðàììíàÿðåàëèçàöèÿ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè âûïîëíåíà ïðàâèëüíî.Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëåé âûøå 5-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè îò-íîñèòåëüíî ξ = (Ri+Rj)/d < 1 èëëþñòðèðóåòñÿ íà �èñ. 2. Âõîäíûå äàííûåçàäà÷, ïðåäñòàâëåííûõ íà ýòîì ðèñóíêå, ñëåäóþùèå: �èñ. 2(à) � µ = 0,
∆p = 1.153 áàð; �èñ. 2(b) � zi 0 = 80 ìêì (d0 = 80 ìêì). Çíà÷åíèÿ äðóãèõïàðàìåòðîâ òå æå, ÷òî è â çàäà÷å, ïðèâåäåííîé íà �èñ. 1. Èç �èñ. 2 âèäíî,



72 Òðóäû Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÓÍÖ �ÀÍ, 2007÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷-íîñòè îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî êàê â ïåðâîì ñëó÷àå áåç ó÷åòà âÿçêîñòèæèäêîñòè, òàê è âî âòîðîì ñëó÷àå ñ åå ó÷åòîì.5 Çàêëþ÷åíèåÏîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñ�åðè÷åñêèõ ãà-çîâûõ ïóçûðüêîâ â æèäêîñòè. Îò èçâåñòíûõ â ëèòåðàòóðå àíàëîãîâ îíàîòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü äèíàìèêó ïóçûðüêîâ, áîëååáëèçêî ðàñïîëîæåííûõ äðóã ê äðóãó. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òîòåîðåòè÷åñêè îíà èìååò íåîãðàíè÷åííûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíîìàëîãî ïàðàìåòðà ξ = (Ri + Rj)/d < 1, ãäå Ri, Rj � ðàäèóñû ïóçûðüêîâ,
d � ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè, â òî âðåìÿ êàê ïîðÿäîê òî÷íîñòè èç-âåñòíûõ â ëèòåðàòóðå àíàëîãîâ, êàê ïðàâèëî, íå ïðåâûøàåò ÷åòâåðòûé.Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷-íî áëèçêîì ðàñïîëîæåíèè ïóçûðüêîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ñîîò-âåòñòâóþùèõ èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è â ðàìêàõ óðàâíåíèé äèíàìèêèæèäêîñòè, íàäî ïðèìåíÿòü ìîäåëè ñ áîëåå âûñîêèì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè,÷åì ýòî äåëàåòñÿ â [2�4℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àãàíèí À. À., Èëüãàìîâ Ì. À. Äèíàìèêà ïóçûðüêà ãàçà â æèäêîñòèñ íåìàëûìè èñêàæåíèÿìè ñ�åðè÷åñêîé �îðìû // Â ñá. Äèíàìèêà ãà-çîâûõ ïóçûðüêîâ è àýðîçîëåé. Êàçàíü: Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûéóíèâåðñèòåò. 2003. Ñ. 7�22.[2℄ Êîíîâàëîâà Ñ. È. Òðàíñëÿöèîííûå ý��åêòû è ñòðóêòóðîîáðàçîâàíèåïðè àêóñòè÷åñêîé êàâèòàöèè // Äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòå-ïåíè êàíäèäàòà �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Ó�à, 2006.[3℄ Doinikov A. A. Translational motion of two interating bubbles in a strongaousti �eld // Phys. Rev. E. 2001. V.64.[4℄ Harkin A., Kaper T. J., Nadim A. Coupled pulsation and translation oftwo gas bubbles in a liquid // Fluid Meh. 2001. V.445. Pp. 377�411.[5℄ Gavrilyuk S. L., Teshukov V. M. Drag fore ating on a bubble in aloud of ompressible spherial bubbles at large Reynolds numbers //Eur.J.Meh.B.Fluids. 2005. V. 24, � 4. P. 468�477.


